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Vorwort

Angeregt durch den Text 49012, bei dem Extremwertaufgaben zu Funktionen mit 2 Variablen gefiihrt
haben, und in dem ich auch 20 Seiten Einfihrung dazu geschrieben habe, werde ich diese Funktionen

nun ausfihrlich besprechen.

Ich verfolge dabei ein doppeltes Ziel: Zum einen sollen die Grundlagen auf anschauliche Weise
vermittelt werden. Wer sich an sein Studium erinnert, wird sich damals vielleicht nach dieser
Anschaulichkeit gesehnt haben — ich auch! Mit meinen heutigen Fahigiaiten und den neuen
Hilfsmitteln wie Computer, Software und CAS-Rechnern geht dies aash vie. besser zu machen als je

Zuvor.

Das zweite Ziel ist mein Bestreben, diesen Stoff auch immer wiedr so darzulegen, dass man
zumindest Teile davon im Unterricht unterbringen kann. Die (3riciie dazu bildet die Vektorrechnung,
die ja auch in der Raumgeometrie als ,Sprache” eingesgtz. wizd. Dort lernen Schiler, wie
Ebenengleichungen aussehen, sie lernen, solche Eberiia iniwyz-Koordinatensystem darzustellen und

damit sind wir schon mitten im Thema. Und da beginrc ¢ och mein Einstieg.

Der Trick, den Flachen nédher zu kommen, sind.Schriitt init Ebenen, die zur xz-Ebene oder zur
yz-Ebene parallel sind. Diese Schnittkurven dienemia auch zur Darstellung von 3D-Bildern.

Und sie lassen sich sehr gut mit MatheGrafix darstellen.

Im Heft 49713 geht es dann weiter mit Teger ten an diese Schnittkurven sowie Tangentialebenen.
Dazu bendtigen wir allerdings Methode'n auts der Ebenentheorie der Vektorrechnung im Raum.
Der H6hepunkt wird dann die Bestim munyg von Extremwerten sein, also von Gipfeln und Senken

dieser Flachen.
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8§ 1 Einstieg
In der Geometrie lernt man, einem Rechteck einen Inhalt zuzuordnen. Dies geschieht durch die
Formel
A=Xx-y y
Dies geschieht bereits in der Klassenstufe 5. X

Dann folgen Beispiele wie:

X=2, y=3 A=2-3=6
x=5, y=1 A=5.1=5
Xx=8, y=4 A=8-4=012

Jedem Paar (x | y) wird auf diese Weise eindeutig ein Zahlenwrt zug':ordnet, den wir als den
Flacheinhalt des zugehdrigen Rechtecks interpretieren konnen. Eine eindeutige Zuordnung nennt

man eine Funktion. Also wird hier dem Zahlenpaar (x | y) eifi Funktionswert zugeordnet.

Daher kann man die Funktionsschreibweise verwenden1 U @ jetzt so aussieht:
A(xy)= X y]

Oftmals verwendet man auch ein Semikolon als Txeniiz 2ichen.
Etwa, wenn x =2,5 und y =3 ist. Mit der Komma\Scirreiweise wirde dies dann so aussehen:

A(2555525-3=75

Jetzt stehen 2 Kommas in der Klammer, das ist nattirlich Unsinn, denn man kann dann auch meinen
essei x=2 und y=53,waszu A=2-53=10,6 fuhrt.

Wenn notwendig wird man also diese Daistellling verwenden:
~253)=25-3=75

Oder man verwendet die internationc.2 Schreibweise mit dem Dezimalpunkt:

A(2.53)=25-3=75

Es ist bekannt, dass man b<t. Funkl onen mit einer Variable, wie f(x) =x? fir diesen Funktionswert

den Buchstaben y verwendet: y =f(x) bzw. y=x°.

Damit kann man dann ein Schaubild erstellen und tragt x und y auf der entsprechenden Achse ab,

wodurch eine Parabel entsteht.

Bei Funktionen mit 2 Variablen f(x,y) wird man bei analogem Vorgehen den Buchstaben z verwenden.
Dann lautet unsere Funktion ’z =A(XY)=X- y|

Wie entsteht nun daraus ein Schaubild?

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Zunéchst ist klar, dass man ein 3-dimensionales Koordinatensystem bendtigt, das man natdrlich nur
im Schragbild darstellen kann. Die Anordnung der Achsen ist dabei ganz unterschiedlich méglich.

Wir werden das spéter bei Software-Abbildungen sehen.

In der Regel wird man in der Schule folgendes Achsenkreuz verwenden:

Az
yz — Ebene
xz — Ebene
0(0]010) - 3 5
T - >
2 . - y

G, ,

5 o G,

8 ________________ _dl/
G3
X o — Edene

Ich trage zunachst auf der xy-Grundebene die drei zahlen Paare ein, zu denen wir einen
Funktionswert berechnet haben, dies sind (2|3), (5]1), (8]4).

Wir sind jedoch im Raum, also erhalten si< cine 3. Koordinate, die z-Koordinate. Sie istin der

xy-Ebene immer 0, also tragen wir jetzt.falgeride drei Punkte ein:

G,(21210),7G,(5]1]0) und G,(8]4]0).

Nach Berechnung der Funktistiswere gilt ja:

z,=A(2]3)=6 RDlraus entsteht das Tripel P.(213]6)
ZzzA(5|1):5 P2(5|1|5)
Z3=A(8|4)=32 P3(8|4|32)

Fur das Schaubild bedeutet das, dass wir von den Punkten in der Grundeben um den jeweiligen

z-Wert nach oben gehen (in z-Richtung; bei negativem z-Wert nach unten).

Das zeigt die nachste Darstellung:

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Man sollte erkennen:

xz — Ebene

z
A
32
\
.\
.\
.
A Ps
6F -
kP
. 1
15
;
B
1 3 5
- >
2 i P
/ e Gl .
GZ \ o

xy — Ebene

Zu jedem Punkt G;, G, und ‘@5 in uer Grundebene (von denen jeder

ein Zahlenpaare (x| y) realisici*, zusammen mit z = 0, wird ein

Pfeil nach oben abgetragen: Seai e Lange entspricht dem Funktionswert

z=A(x]y). So entsteheri@Punkte P, P, und P;, welche dieselben

x- und y-Koordinaten \:2beii wie die entsprechenden ,Basispunkte”, aber

als z-Koordinate ist der Funktionswert verwendet worden.

(Sorry: Bei zz musate ich schummeln, denn die H6he z = 32 war dann

doch zu lang ...,

Man sieht also, dass jede Funktionsibarechnung zu einem Punkt mit 3 Koordinaten fuhrt.

Denke man sich nun zu allen Paa‘eli (| y) (die als Punkte (x|y|0) somit die ganze xy-Ebene

bedecken, die Funktionswert: nach oben abgetragen, dann bilden die Zielpunkte P;. P, usw.

(Man kann sie eigentlich nichtwsimerieren, weil es unendlich viele werden!) eine Flache.

Ich nenne sie oft die z-Flache.

Computerprogramme gestatten die Darstellung solcher Flachen.

Auf der n&chsten Seite zeige ich 3 Ansichten der zur Funktion z=A(x,y)=x-y gehdrenden

Flache.

Friedrich Buckel

www.mathe-cd.de
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Schaubild der Funktion z=A(X,y)=X-y:

100

Hier kann man ein wenig ,unter” die Flache sehen, rechts sieht rian sie eher von schrag oben.

Das folgende Bild zeigt Hohenlinien. Auf jeder dieser gebogenen ! inien haben wir denselben z-Wert!

Man kann auch ein klein wenig erkennen, dass
nach rechts (x und y gro3) das Produkt und damit

der Z-Wert grof3 wird.

Man kann den zu z, = A(8]4) =32 gehdrenden
Punkt finden, wenn man den Linien folgt!

Er ist als kleiner weil3er Punkt angedeutet.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Bleiben wir noch einen Augenblick bei unserem Rechteck und stellen die Berechnungsfunktion fur den

2x+2y oder 2(x+Y)

U(x1ly)

Umfang auf:

Diese Funktion ordnet genauso jedem Zahlenpaar einen Funktionswert zu.

denn erkennen Schdler, die bereits die

Schreibt man z = 2x + 2y bzw. 2x+2x—-z=0,

Ebenengleichungen aus der Vektorrechnung kennen sofort, dass es sich um eine schrag liegende

Ebene handelt, die durch den Ursprung geht. Wir wollen sie spéater noch genauer untersuchen.

Hier nur noch zwei Ansichten dieser Flache:

die Ebene.

die Flache, rechts schrag vn oben ,auf*

Links schaut man schrag von unten ,unter”

, wenn man sich die Grundebene als Rechteck uzw. Parallelogramm im

Man erkennt es dann

Schréagbild vorstellt, Hilfslinien dazu habe ich eingezeichnet.

www.mathe-cd.de
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8§ 2 Ebenen

Dieses Kapitel bespricht Ebenengleichungen, erstens weil wir sie spater bendtigen, zweitens

weil zumindest sehr viele Ebenen auch Schaubilder von Funktionen sein kdnnen (siehe 2.3).
2.1 Die Ebenengleichung ax+by+cz=d und Schragbilder dazu

Dass jede Gleichung dieser Form eine Ebene darstellt, wird mit den Mitteln der Vektorrechnung
gezeigt und soll hier nicht das Thema sein. Wir miissen es nur wissen. Und es sollte bekannt sein,
wie man ein Schaubild einer solchen Ebene anfertigt. s

6
Am gunstigsten geht dies bei Ebenen, die eine Lage haben,

die der rechten Abbildung entspricht.

Wenn es gelingt, mit einfachen Mitteln die Schnittpunkte S

v

mit den Achsen zu ermitteln und diese glnstig fiir eine
solche Darstellung liegen, dann kann man eine solche

Zeichnung anfertigen. X

Dazu mussen wir uns einmal anschauen, welche Koordinatan diese drei Schnittpunkte haben:

S,(410]0) liegt auf der x-Achse, die y- und diz /z-k oordinate sind 0!
S,(01510) liegt auf der y-Achse, die x- und die"z-Koordinate sind 0!
S,(01016) liegt auf der z-Achse, die x- uivd.die y-Koordinate sind 0!

Es gibt eine besondere Form der Ebenengleichung, aus der man diese drei Punkte sofort

ablesen kann. Fur die dargestellte Ebene¢’lau=st sie:

Y o Z
Sl re=ll &

WENN auf der rechten Seit’: ¢as Absolutglied 1 steht, dann findet man im Nenner

der Variablen die Koorzinaian der Schnittstellen auf den zugehorigen Achsen.

Also hat die Ebene mit der Gleichung %%-% =1 @)

diese Achsenschnittpunkte: S,(12]0]0), S,(0]6]0) S,(0]0]-4).

Wenn jemand fragt ,Warum eigentlich“, dann antwortet man so:

Fur Sy setzt many =0 und z = 0 ein und erhalt: % =1 => x=12
Fir Sy setzt man x =0 und z = 0 ein und erhalt: %z 1 > y=6
Fur S, setzt man x =0 und y = 0 ein und erhalt: —% =1 => z=-4!

Das war’s dann schon!

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Und die Ebene mit der Gleichung X—-2y+5z=1 3) ?

Rechts steht die 1, wir miissen also lediglich die linke Seite in die Bruchform bringen:

=1 3)

Division durch einen Bruch bedeutet Multiplikation mit seinem Kehrwert, daher sind die

Gleichungen (3) und (3’) aquivalent (d. h. sie haben dieselbe Losungsmenge).
Die Achsenschnittpunkte sind: S, (1]0[0), S, (0|-£]|0) und S,(0]0]0,2).

Nun wenden wir uns den Ublichen Ebenengleichungen zu und untersuchen die Ebene mit der

Gleichung: 15x +12y +10y = 60 (A

Wir wollen sie in die eben gesehen so genannte ,,Achsenabschn ftsforn ' umformen. Dazu muss man

rechts die 1 als Ziel vor Aufgaben haben. Das bedeutet Division der Gleichung durch 60:

15 12 10 60
Xty = —
60 60 60 fod

Besser so:

Und plotzlich haben wir die Gleichung (1) vor Augeiw die wir oben schon behandelt und dargestellt

haben.

Wie sieht es mit dieser Gleichung aus: (+y+z=0 (5)

Weil das Absolutglied 0 ist, gelit ¢i=se Ebene durch den Koordinatenursprung,
also durch O(O [O] 0) . Derawenn man x =y =z =0 einsetzt, stimmt die Probe.

Damit schneidet diese Eheri.2"e drei Koordinatenachsen in O.

Zusammenfassung:

Jede Gleichung der Form |ax + by + cz = d | stelle eine Ebene dar.

Ist d # 0, kann man diese Gleichung durch d dividieren und erhélt die

so genannte Achsenabschnittform:

Aus ihr liest man die Achsenschnittpunkte ab:

S,(x,1010), S,(0]y,|10) und S,(0]0]z)

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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2.2 Sonderfélle der Ebenengleichung ax+by+cz=d und Schrégbilder dazu

Besondere Situationen treten ein, wenn eine der vier Konstanten a, b, c oder d den Wert O hat.

1. Fall:

2. Fall:

d=0: ax+by+cz=0

Dann liegt eine Ebene vor, die durch den Ursprung O(0|0]0) geht.
Beispiel: 2x+5y-8z=0
Punktprobe fir O(000): 2.]0]+5-[o]-8-[0]=0

Die ist eine wahre Aussage, also liegt O in (auf) dieser Ebene.

a=0.
Beginnen wir mit einem Beispiel: 3y+5z=12" |:15
[~v2
Herstellen der Achsenabschnittform: 3_y+ poy_15
15 "5 115
y_ + : D 1
53
Schnittpunkt mit der y-Achse: S10]5]0)
Schnittpunkt mit der z-Achse: S,(0]0]3)

Dazu eine schone Darstellung:

Friedrich Buckel

www.mathe-cd.de
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Es sieht so aus, als ob diese Ebene parallel zur x-Achse verlauft.

Weil x nicht in der Gleichung vorkommt, unterliegt x keiner Bedingung,

also liegen alle diese Punkte in unserer Ebene: P(x]0]3)
Etwa: Po(0]0]3)
Dies ist der Schnittpunkt mit der z-Achse!
Oder: P.(110]3)
Oder: P;(51013)
Oder: P5(-310]3)
Fir z = 0 erhalt man %=1 = y=5
Weil x nicht in der Gleichung vorkommt, unterliegt x keiner Beumnaur g,
also liegen alle diese Punkte in der Ebene: A(x]50)
Etwa: Q51215]0)
Dies ist der Schnittpunkt mit der y-Az*se!
Oder: % (1]51]0)
Oder: Qs(51510)
Oder: Q,(-315]0)

Ein Punkt der auf der x-Achse liegt, hat dies="ocidinaten: R(x|0]0).
Eingesetzt in die Ebenengleichung: 3 .@+ 5 @ =15
Dies ist eine falsche Aussage.

Also liegt kein Punkt der x-Achse auf Z: E ist parallel zur x-Achse!

Und so sollten Schiiler ein Schraab.!d 2.eser Ebene zeichnen:

Schragbild dieser Ebene 3y +5z=15]

Merke:

Jede Ebene deren Gleichutig die

v

Form |by +cz =d| hat,

ist parallel zur x-Achse.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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3. Fall: b=0:

Beispiel:

Herstellen der Achsenabschnittform:

Achsenabschnitte:

Fir x = 0 erhalt man

ax+cz=d

3x+5z=15| |:15

Sx,52_15
15 15 15
54_5:1

5 3

E:1 = z=3
3

Weil y nicht in der Gleichung vorkommt, unterliegt y keiner Bedingung,

also liegen alle diese Punkte in der Ebene: P(O]yl3)
Etwa: P,/0]0]3)
Dies ist der Schnittpunkt #wit dei-Achse!
Oder: 2(0113,3)
Oder: P/(0]5]3)
Oder: P (0]-3]3)

Fiir z = 0 erhalt man

X1 = x=5
5

Weil x nicht in der Gleichung vorkommt, unterli’:g! x ‘«einer Bedingung,

also liegen alle diese Punkte in der Ebene: Q(51yl0)
Etwa: Qo (510]0)
Dies ist der Schnittpunkt mit der y-Achse!
Oder: Q,(5]1]0)
Oder: Qs(51510)
Oder: Q,(51-3]0)

Ein Punkt der auf der y-Achse iaat, hat diese Koordinaten: R(0|y|0).

Eingesetzt in die Ebenenglticnuig:

Dies ist eine falsche £.ussag: .

Also liegt kein Punkt der y%ichse auf E:

Schragbild dieser Ebene 3x+5z =15}

Merke:

Jede Ebene deren Gleichung die

Form hat,

ist parallel zur y-Achse.

3-[0]+5-[0]=15

E ist parallel zur y-Achse!

A7

’
s
’
,
s
,

Friedrich Buckel
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4, Fall:

c

0:

Beispiel:

Achsenabschnitte:

Fiar x = 0 erhalt man

Herstellen der Achsenabschnittform:

ay+by=d

3x+5y =15

3x, 5y _15
15 15 15
Xy

—+==1
5 3

w <<

Weil z nicht in der Gleichung vorkommt, unterliegt z keiner Bedingung,

also liegen alle diese Punkte in der Ebene:

Etwa:

Oder:
Oder:
Oder:

Fury = 0 erhalt man

P(043] 2
P.(07217)

PIUT3]1)
5. (0]3]5)
7,(013]-3)

|:15

==1 = y=3

Dies ist der Schnittpunki mit de¢r z-Achse!

X1 = x=5
5

Weil z nicht in der Gleichung vorkommt, un{:lieg:= keiner Bedingung,

also liegen alle diese Punkte in der Ebepa:

Ein Punkt der auf der z-Ach5e iiegt, hat diese Koordinaten: R(0]0]z).

Etwa:

Oder:
Oder:
Oder:

Eingesetzt in die Ebenciiymicnung:

Dies ist eine falsche Auzac2.

Also liegt kein Punkt der z-Achse auf E:

Schragbild dieser Ebene

Merke:

3x+5y =15}

Form

ax+by=d

Jede Ebene deren Gleichung die

hat,

ist parallel zur z-Achse.

Q(510]2)
Qo (510]0)

Q,(51011)
Q;(51015)

Q. (510]-3)

Dies ist der Schnittpunkt mit der y-Achse!

3-[0]+5-[0]=15

E ist parallel zur z-Achse!

v

<

Friedrich Buckel
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5. Fall: a=0und b=0 aber c=0

Dann wird aus ax+by+cz=d noch cz=d.

Division durch c ergibt: z=k
a) Beginnen wir mit dem einfachsten Fall: k=0: E;: z=0

Man sollte sich immer darliber im Klaren sein: Eine solche Ebenengleichung ist nichts anderes
als eine Bedingung fiir die Koordinaten der Punkte, die in (auf) ihr liegen,
Diese Bedingung heil3t z=0 und ist erfillt fir alle Punkte mit beliebigen x- und y-Koordinaten

aber mit der z-Koordinate 0: P(x|y|0) liegtin dieser Ebene.

Damit werden alle Punkt erfasst, die in der xy-Ebene liegen!

b)  Jetzt wird aber auch schnell klar, welche Lage die Ebene /Z;: 2.3 hat:
Alle Punkte P(x|y|3) liegeninihr. Diese Ebene entsteat aus'der xy-Ebene durch
Verschiebung um 3 in z-Richtung.
E; ist also eine zur xy-Ebene parallele Ebene in der ,Hbohz"3.

) Nunnoch E_,: z=-2. Diese Ebene ist auch eirio,Parallelebene zur xy-Ebene, aber
um 2 ,nach unten“ verschoben.

MERKE:

Die Gleichung z =k beschreibt eine Ebenenschar.

Alle diese Ebenen sind parallel zur xy-Ebune. Rechts:z=0 und z=3.

w

N
Il
w

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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6. Fall: a=0und c=0 aber b=0

Dann wird aus ax+by+cz=d noch by=d.

Division durch c ergibt: y =Kk
a) Beginnen wir mit dem einfachsten Fall: k=0: E: y=0

b)

Diese Bedingung ist erfullt fur alle Punkte mit beliebigen x- und z-Koordinaten, aber mit der

y-Koordinate 0: P(x|0]|z) liegtin dieser Ebene. 7
Damit werden alle Punkt erfasst, die in der xz-Ebene liegen!

Jetzt wird aber auch schnell klar, welche Lage die
Ebene E;: y=3 hat
Alle Punkte P(x|3|z) liegeninihr.

Diese Ebene entsteht aus der xy-Ebene durch

v

Verschiebung um 3 in y-Richtung.

E; ist also eine zur xz-Ebene parallele Ebene..

7. Fall: b=0 und c=0 aber a=0

a)

b)

Dann wird aus ax+by+cz=d noca, ay=d.

Division durch c ergibt: x =k

Beginnen wir mit dem einfachsten Fall. k=0: E;: x=0
Diese Bedingung ist erfullt fur alle=Rurinte mit beliebigen x- und z-Koordinaten, aber mit der

y-Koordinate 0: P(0|y|z) li¢gein dieser Ebene. 7

Damit werden alle Punkt eriagst: die in der xz-Ebene liegen!

Jetzt wird aber auch sahnell/<lar, welche Lage die x=3
Ebene E;: x=3 hat: 5
Alle Punkte P(x|3|z) liegenin ihr.

Diese Ebene entsteht aus der yz-Ebene durch

v

Verschiebung um 3 in x-Richtung.

E; ist also eine zur yz-Ebene parallele Ebene..

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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8. Fall: y =X 7 4
A B
Jeder kennt diese Gleichung, sie stellt in der xy-Ebene die }
Winkelhalbierende dar. A T
Betrachtet man diese Ebene als Teil des rAumlichen :
Koordinatensystems, dann sieht dies so aus: ‘
3 »

Die gestrichelte Linie soll (Schragbild!)

dem Winkel zwischen der x-Achse und der -
3|30
y-Achse halbieren. ( )

Ja und was ist nun mit der 3. Koordininate?
Im Raum hat jeder Punkt 3 Koordinaten. Aber das hatten wir schen:
Die Gleichung y = x stellt eine Bedingung fur die Punktkoord nste dar. Und wenn z darin nicht

vorkommt, dann darf z beliebig sein. Also erfiillen alle diese Funkte die Gleichung y =X

A(2]2]5),B(212]3),C(4]4]1),D(8]8]-7) usw. Az

Sie liegen alle Uber oder unter der Winkelhalbierencarider
xy-Ebene, also in einer Ebene, die durch diese vivinker- E-

halbierende geht und auf der xy-Ebene senkrecht steht.

Fir spatere Untersuchungen hat sie eine ganz y

besondere Bedeutung.

Die Frage ist nun: Was haben dicse Ebenen mit dem Thema Funktionen zu tun?
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2.3 Welche Ebenen konnen Schaubilder von Funktionen sein?

Wissen: Eine Funktion ist eine eindeutige Zuordnung.
Bei Funktionen mit zwei Variablen wird Zahlenpaaren (x | y) ein Funktionswert

zugeordnet, den wir auch mit z bezeichnen kénnen.

Eine Ebenengleichung kann nur dann zu einer Funktion gehéren, wenn die Gleichung solche

eindeutige Zuordnungen vermitteln kann.
a) Die Gleichung 2x+y+4z =8 stellen wir nach z um:

4z =8-2x-y

—2_ly_1
z2=2-5X-73Y

Nun haben wir die Gleichung in der Form, in der wir erkenien, d:.ss zu jeden Paar (x| y)

eindeutig ein Funktionswert z =f(x,y) gehort.

| 47
Das Schaubild ist eine Ebene, die wir mit der |
Achsenabschnittsform skizzieren kdnnen:
! 2
2X+y+4z=8 |
8
1 + X + E = 1 |
4 8 2 y
4
X

Und hier eine andere Ansicht. Man suchezia,Schnittpunkte mit den Achsen, dann erkennt man,

dass es sich um dieselbe Ebene handelt.
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b) Die Gleichung y = x, die wir zwei Seiten zuvor
besprochen haben stellt keine Funktion dar,
d k jedem P jede beliebi
enn man kann jedem Paar (x|x) jede beliebige E:

Zahl zuordnen.

Also auch (2]1)—5 und (2|1)—>6. y

Die Eindeutigkeit ist verletzt.

Wenn z nicht in der Ebenengleichung vorkommt,
ist die Ebene parallel zur z-Achse

und nicht mehr Schaubild einer Funktion.

c) Dies ist anders, wenn etwa x nicht vorkommt aber z: 2y +2.=2 4

Zunachst stellt z=-2y +2 eine Gerade in der y-z-Ebeneddar.

Weil x nicht vorkommt, darf x beliebig sein. Also liegt ei.e -bene

y<

vor, die parallel zur x-Achse ist. Az — \

Und es liegt eine eindeutige Zuordnung vor: 2

z=f(xy)=-2y+2
z. B.: f(53)=-2:5]+2=-8
f(5-12)=-2-[5]+2=-8

f(-9,-12) = -2-[-9]+2=20

Und auch hierzu eine schéne Déiswllung:
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8 3 Bilderbuch: Funktionen und ihre Flachenbilder

3.1 Funktionen aus dem Text 49012

In diesem Text werden Extremwertaufgaben zu Quadern behandelt. Ein Quader hat 3 bestimmende
GrolRen, die Grundseiten x und y sowie die Hohe h. Gibt man eine Nebenbedingung vor, etwa das
Volumen soll so und so grof3 sein, dann kann man damit eine der drei Variablen eliminieren.

So bleiben Funktionen mit 2 Variabeln tbrig. Hier einige der Funktionen und ihre Schaubilder aus
dieser Datei. Zu jeder Funktion gibt es dort mehrere Ansichten.

Beispiel 1: z = f(x,y) = 75xy — X2y — xy? 15000}

-300004

Beispiel 2: Z=f(X,y)=30xy—x2y—xy2

7 AL

) AR
4 Y SN Y
4 77 X XN
{7 i "»foﬁ»’o’o" L

A
m% :
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250 - xy — x%y?
X+y

Beispiel 3:  z=f(x,y)=

0 20400280 9SS S AN AW
(o T SO SSSS TS tieR,

Beispiel 4: Z=f(X,y)=2.[xy+_
y
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2 2
Beispiel 5: z=f(X,y)=4,X + Xy +y“+400

X+Yy

Beispiel 6: z=f(xy)=X-y-y400-x" -y~

1400 4
1200 -
]

1000

200
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Beispiel 7: z=f(Xy)=2xy+2(x+y){400-x? —y?

Beispiel 8:

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



51011 Funktionen mit 2 Variablen -Einflihrung 21

3.2 Weitere Funktionen

Beispiel 9: z=f(xy)=x-y

Beispiel 10: z=f(xy)=y’ +x
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Beispiel 11:

z=f(xy) = x> +y? “:Y:"

A
0,
&fk&%{@,,,{,/,,,

¢
(]

AR 4]
Y

Beispiel 12: z=f(xy) = (x+y)
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